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AZ AUTOMATAK MATEMATIKAI ELMELETEROL

GECSEG FERENC és PEAK ISTVAN
Jozsef Attila Tudomdnyegyetem Bolyai Intézete, Szeged

Az objektiv valdsdg egyes egységei nem egymdstol elszigetelten, hanem kor-
nyezetiikkel szoros koélcsénhatdsban léteznek. E kolesdnhatds a legdltaldinosabban
ngy jellemezhetd, hogy a valdsdgos vildg egyes egységeit a kdrnyezetiikb6l minden
idGpillanatban érkezd kiilonféle fizikai, kémiai, bioldgiai, pszicholdgiai és egyéb
behatdsok érik, amelyek az egységben vdltozdst idéznek eld és e vdltozdson keresztiil
az illet§ egység is a legvdltozatosabb modon hat az &t korillvevs valdsdgra. Az
objektiv valésdg valamely egységét illetSen az 6t kdrnyezetébdl érd behatdsok Osz-
szességét Osszefoglald néven bemend informdciénak, azon hatdsok Osszességeét
pedig, amelyeket az illet8 egység a bemend informdcié hatdsdra kdrnyezetének
dtad, kimen§ informdcionak nevezziik. Ilyen megfogalmazdsban tehdt az objektiv
valésdg barmely egysége informdcid dtalakitdsdra alkalmas, ti. valamely bemend
informdciét bizonyos kimend informdciévéd alakit dt, mikozben az illet6 egység
belss dllapota is megvdltozik. Ervényes ez az ember dltal alkotott gépekre, a gyakor-
latban el8forduld kiilonféle szolgdltatd és a termelésben felhaszndlt berendezésekre,
az automata telefonkdzpontra, a nagyteljesitmény(i elektromos szdmoldgépekre,
de magdra az emberre, s6t dltaldnosabban az él8 szervezetekre, vagy az emberi
tdrsadalom egyes egységeire is. A vildg megismerése szempontjabol fontos kérdés
annak eldontése, hogy az objektiv valésdg valamely kiszemelt egysége valamely
bemend informdciét milyen kimend informdcidvd alakit dt. Részben mds szem-
pontbdl ugyan, de hasonlé fontossdggal bir az is, hogy meg tudjunk adni olyan
rendszereket, meg tudjunk konstrudlni olyan berendezéseket, amelyek valamely
el6re megadott informdcio-dtalakitdsra képesek.

Az automatdk aldbbi fogalma az informdcid-dtalakitds tekintetében az objektiv
valosdg egyes egységeinek absztrakt matematikai modelljeként tekinthetd.

Az automatdk informdcidk dtalakitdsdra alkalmas rendszerek. Bdarmely auto-
matdhoz tartozik hdrom halmaz: a bemend jelek halmaza, az automatdk belsd
dllapotainak halmaza és a kimend jelek halmaza. Az automata diszkrét id6skdldval
dolgozik (mds széval csak meghatdrozott idSpontokban kaphat bemend jelet),
bdrmely idSpillanatban egy meghatdrozott belsS dllapotban van és a bemend jelek
egy sorozatdra 1igy reagdl, hogy e jelsorozat bdrmely jelének hatdsdra kiad egy jol
meghatdrozott jelet, mikdzben maga az automata altaldban egy 0j bels§ dllapotba
megy 4t. Ilyen médon bdrmely automata jelsorozatok valamely halmazdnak jel-
sorozatok egy mds halmazdba valé leképezését adja meg, ahol e jelsorozatok a
bemend, ill. a kimend informdcié hordozéi. Az automata viselkedését, mds szoval,
hogy adott dllapotbél bizonyos bemend jel hatdsdra milyen uj dllapotba megy dt
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és kdzben milyen kimend jelet ad ki, matematikailag két kétvdltozos fiiggvénnyel
szokds leirni.

Noha az automatdk vizsgdlata rovid, csak mintegy tizéves multra tekint vissza,
mdris komoly sikereket ért el elméleti és gyakorlati szempontb6l egyardnt és szdmos
— f8ként amerikai és szovijet — kutaté munkdja eredményeként ma mdr joggal
beszélhetiink az automatdk elméletérdl.

Az automatdk elmélete két f6 irdnyban fejl6dik: matematikai, ezen beliil
absztrakt és strukturdlis, tovdbbd technikai realizdcids elmélet. A matematikai
elmélet nem veszi figyelembe a vizsgdlt automata redlis felépitését, a technikai
realizdcids elmélet pedig ezzel szemben éppen azt vizsgdlja, hogy valamilyen infor-
mdcié-dtalakitdsra alkalmas automata hogyan épithet§ fel bizonyos technikai
elemekbdl (elektroncsvek, félvezetSk, ferromdgneses elemek stb.). A matematikai
elmélet felhaszndlja a matematika tobb dgdnak, igy az algebrdnak, a grdfelméletnek,
a matematikai logikdnak, a Boole-féle fiiggvények elméletének modszereit €s ered-
ményeit. Az automatdk matematikai elmélete a matematika egyik legmodernebb
és a gyakorlati alkalmazdsok szempontjdbol egyik legfontosabb fejezete.

Dolgozatunk ismertetS jellegii, mdr meglevs eredményeket dolgoz fel. Célja,
hogy révid dttekintést adjon az automatdk matematikai elméletének modszereirdl
és legfontosabb eredményeirdl és ismertesse az ilyen irdnyu kutatdsok f6 irdnydt.
A dolgozatban szabatos fogalomalkotdsra és a fellépd fogalmak kozotti sokoldal
kapcsolatok bemutatdsdra torekedtiink. A korldtozott terjedelem miatt el kellett
azonban tekinteniink az dllitdsok pontos bizonyitdsdtdl és a legtobb esetben meg
kellett elégedniink azzal, hogy a bizonyitds gondolatmenetét roviden vdzoljuk.
Ennek ellenére remélni szeretnénk, hogy sikeriilt az olvasé érdekl6dését felkelteni
a modern matematika ezen érdekes és a gyakorlat szempontjdbol olyannyira fontos
dga irdnt. Ha emellett sikeriilt még bepillantdst is nyGjtanunk az automatdk mate-
matikai elméletének problematikdjiba, legfontosabb eredményeibe és modszereibe,
akkor kitlizott célunkat elértiik.

I. Az automatak absztrakt eimélete

1. Az automata fogalma. Mealy-féle automatdinak (1d. G. H. MEeALy [13]
neveziink minden olyan A =(4, X, Y, J, %) rendszert, amely dll a nem lires 4, X
és Y halmazokbdl és az A4 X X szorzat-halmazon értelmezett 6: AXX —~A és i:
A X X — Y fiiggvényekbdl. Az A halmazt az A automata (belsd) dllapotai halmazdnak,
az X és Y halmazokat pedig az A bemend jelei, ill. kimené jelei halmazdnak nevezziik.
Az A X X szorzat-halmazon értelmezett & és A fliggvényeket az automata dimenet-
fiiggvényének, ill. kimenet-fiiggvényének mondjuk és ezeket a kovetkez8 modon
definidljuk: Az A automata bdrmely a(€4) bels§ dllapotdra és bdrmely x(€X)
bemend jelére 6(a, x) €A és A(a, x) €Y. Bz azt jelenti, hogy ha az A automata vala-
mely id8pillanatban egy bizonyos a( € A4) belsd dllapotban van és ebben az dllapot-
ban egy x(€X) bemend jelet kap, akkor az x jel hatdsdra A dtmegy a 6(a, x) (€4)
dllapotba, mikozben kiadja a A(a, x) (€ Y) kimend jelet.

A Moore-féle automata (1d. E. F. MOORE [15]) a Mealy-féle automatdnak
olyan specidlis esete, amikor az automata kimenetfiiggvénye A(a, x)=pu(d(a, X))
alakd, ahol u(a) (€Y) a bels dllapotok valamely egyértékii fiiggvénye. Nyilvdnvalo,
hogy a ¢ fﬁggyénnyel egyiitt a u fliggvény egyértelmiien meghatdrozza az automata
viselkedését. Igy a Moore-féle automatdkat A=(4, X, Y, §, u) alakban adhatjuk
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meg. A u fiiggvényt az A automata jel-fiigguényének, 1i(a)-t pedig az a belsé dllapot
jelének nevezziik.

Szokds éIni tovdbbi specializdldssal is. Ha valamely A =(4, X, Y, 0, ;) Moore-
féle automata esetén az 4 és Y halmazok azonosak és a u(a) jel-figgvény az 4 hal-
maznak Onmagdra valé identikus leképezését adja, akkor az Y halmaztdl és a p
fiiggvényt6l eltekinthetiink és az A automata A =(4, X, o) alakban adhaté meg.
Az ilyen automatdkat kimend jel nélkiili, vagy Medvegyev-féle automatdiknak szokds
nevezni (I. 10. T. MenBeaes [14]).

A késGbbickben ldtni fogjuk, hogy az absztrakt elmélet szempontjabdl a Moore-
féle automata fogalma a Mealy-féle automata-fogalomhoz képest csak ldtszélagos
specializdldst jelent, mdsrészt megemlitjiik, hogy sok esetben elegend§ kimend jel
nélkiili automatdkra szoritkozni.

Megjegyezziik, hogy a legdltaldnosabb értelemben vett (Mealy-féle) automatdkra
megadott minden fogalom specializdldssal (és esetleg kevés modositdssal) dtvihetd
Moore-féle és Medvegyev-féle automatdkra is. Ezért mi a tovédbbiakban az egyes
fogalmakat legtobbszor Mealy-féle automatdk esetére definidljuk.

Ha a kovetkez8kben automatdt mondunk és semmi tovdbbi kikotést nem
tesziink, akkor ezen a Mealy-vagy Moore-féle automatdk bdrmelyikét érthetjiik.

A gyakorlati alkalmazdsok szempontjdbol elsdrend(i fontossdggal birnak azok
az automatdk, amelyekhez tartozé minden halmaz véges. Az ilyen automatdkat
véges automatdknak nevezzik.

Egy automatdt inicidlisnak mondunk, ha valamely bels6 dllapota ki van tiintetve.
Ezt a kitiintetett dllapotot az automata kezdd dllapotdnak nevezziik. Ugy tekintjiik,
hogy az inicidlis automata miikodésének kezdetén a kezd§ dllapotban van. Egy
inicidlis Mealy-féle automatdt A=(4, a,, X, Y,d, ) alakban adunk meg, ahol
ag(€A4) az A kezdd dllapota. Megdllapodunk még abban, hogy inicidlis Moore-
féle automata a kezdd dllapotban nem ad ki jelet.

Megjegyezziik, hogy az algebrai strukttirdk elméletébdl ismert sok fogalom,
igy pl. a részstruktra, a homomorfizmus, izomorfizmus stb. fogalma természetes
moédon dtvihet§ automatdk esetére is.

Az egymdssal izomorf automatdkat absztrakt szempontbdl azonosaknak fogjuk
tekinteni.

Végiil utalunk arra, hogy szokds olyan dltaldnosabb értelemben vett automatdkat
is vizsgdlni, amelyeknél a 4, ill. 2 fiiggvények nem minden a, x (a €A, x € X) pdrra
vannak értelmezve. Noha az ilyen, Un. parcidlis automatdk vizsgdlata gyakorlati
szempontbdl is igen fontos, e cikk keretében mi csak a fentiekben megadott, Un.
teljesen definidlt (nem parcidlis) automatdkkal foglalkozhatunk®.

2. A § és A fiiggvények értelmezésének Kiterjesztése. Legyen A=(4, X, Y, 5, )
tetsz8leges Mealy-féle automata és jeldlje F(A), F(X) és F(Y) rendre az A, X, ill.
Y dltal generdlt szabad félcsoportot?. A § és A fiiggvények értelmezését kiterjeszt-
jik a kovetkez8 moédon: Legyen 6: A4 X F(X)— F(A4) és A:AX F(x)—~F(Y) ugy,
hogy ha a(€ A) tetsz8leges dllapot és p =x;x,...x, (€ F(X)) tetsz6leges sz6, akkor
az a(€A), p(€ F(X)) pdarhoz tartozé fiiggvényértékeket a

1 Az automatak szabatos fogalmdara vonatkozodan [13] és [15] mellett még a [6] és [16] dolgoza-
jokra utalunk. Itt jegyezzitk meg, hogy V. M. GLuskov [6] dolgozata magyar forditasban is meg--
jelenik. A cikk elsd részének forditdsa mar meg is jelent: Magyar Tud. Akad. HI. Oszt. Kozl.,
13, 287, 1963.
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(1) ola,p)=aa,...q, (ay,ay, ..., ay €A)

és

(2) e, P)=Y1Y2-- Dk (Y1, Y2, - €Y)

képletek szolgdltassdk, ahol @, =0d(a, x1), ay =0(ay, X3), ..., Ay =0(a_1, x;) €8
Yy =ala, x1), Y2 =A(ay, X2)s ooy Y= A1, Xp). F(X)-et az A automata bemend
félesoportjdnak, F(Y)-t pedig A kimené félcsoportjanak nevezzitk. Ha p € F(X) és
g€ F(Y), akkor p-t bemend szdnak, g-t pedig kimend szénak mondjuk.

Az absztrakt elméletben F(X) szavai jelentik a bemend, F(Y) szavai pedig a
kimend informdciot. Az (1) és (2) egyenletek azt mutatjdk, hogy egy Mealy-féle
automata ugy mikddik, hogy tetszéleges F(X)-beli p=uxx,...x; sz6 hatdsdra
dllapotok egy aqa,...a, sorozatdn megy dt és kozben kiad valamilyen ¢ =y, y,...3;
(€ F(Y)) szot.

Megjegyezziik, hogy a 6 és A fliggvények kiterjesztése értelemszerfien adodik
Moore- és Medvegyev-féle automatdkra.?

3. Automata altal indukalt leképezés. Az A =(4, X, Y, 9, 1) Mealy-féle automata
bdrmely a (€ A) bels6 dllapota indukdlja az F(X) szabad félcsoportnak az F(Y)
szabad félcsoportba valo ‘

3) vp)=2(a,p)  (pEF(X))
leképezését. Valoban, (2) szerint, a ¢, leképezés F(X) minden egyes p szavdhoz
F(Y) valamely jol meghatdrozott A(a, p) szavdt rendeli hozzd.

Az A=(4,a,y, X, Y, 0, ) inicidlis Mealy-féle automata dltal indukdlt leképezésen

az A automata ay(€ A) kezdd dllapota dltal indukédlt

Pu(P)=A(a0,p)  (pEFX))
leképezést értjiik.

A definiciébol kozvetleniil adédik, hogy ez a ¢, : F(X)—~F(Y) leképezés
rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal: (a) megtartja a szavak hosszdt?, azaz
bdrmely p(€ F(X)) széra |p| =g, (p)| teljesiil, (b) sz6 kezdd szeletét® a képszd
megfelel§ kezd@ szeletébe viszi dt.

Megforditva, tetszéleges F(X) és F(Y) szabad félcsoportok esetén bdrmely,
az (a) és (b) feltételeknek eleget tevs ¢: F(X) — F(Y) leképezéshez van olyan kimend
jellel rendelkez§ inicidlis automata, amely a ¢ leképezést indukélja. Elegendd kimu-
tatni, hogy Iétezik ilyen Moore-féle automata. Egy megfeleld automatdt igy konstrudl-
hatunk meg: Legyen A=(F(X), e, X, Y, 8, u), ahol e az F(X) szabad félcsoport
tres szava és legyen

o(p, x) =px,
tovdbbd

g ¢(p) utolso betlije, ha p=e
HAP) =1 nincs értelmezve, ha p=e.

2 Legyen Z tetszbleges halmaz. A Z al:al generalt szabad félcsoporton értjik a Z halmaz
elemeibdl megalkotott Gsszes véges sorozatok F(Z)halmazat, ha F(Z)-ben a szorzds mfiveletét
a kovetkez6 modon értelmezziik: az F(Z)-beli p=z122...2; és q=z}z3...7" elemek, ,,szavak” szorza-
tin a pg=z,z...z2{z}...2{( € F(Z)) ,,sz0t” értjiik. Mi F(Z)-t a tovibbiakban mindig egységelemesnek
tekintjiik, tehat F(Z) elemei kozé soroljuk az e ,.lires szot” is. Valamely p=z1z>...z: s76 kezdd
szeletein az Osszes zi1za...z; (0=i=k) alak( szavakat, a p hosszan pedig a |p|=k szamot értjik.
J ® Ha a ¢ és A fiiggvények kiterjesztését az automata fogalmahoz hozzaszamitjuk, akkor indo-
kolt a kovetkezd automata-fogalom: Kimen& jel nélkiili automata minden olyan A=(4, S, d)
rendszer, ahol 4 nem iires halmaz (4dllapotok halmaza), S tetsz8leges félcsoport és & az dtmenet-
fliggvény, amelyre 6(a, s152)=0(5(a, s1), s2) (acA;s.,s,€5) teljesiil. Ezt az automata-fogalmat
ltaldban akkor haszndljdk, ha az automatiknak mas algebrai struktirakkal vald kapcsolatait
vizsgaljak. Ld. pl. A. C. Freck [3].

48



Konnyfi beldtni, hogy A indukdlja az adott ¢ leképezést, mds szoval a ¢ és
q,. leképezések megegyeznek.

4. Automatik és automata-leképezések. Az el6z8 pontban nyertiik, hogy azok
és csak azok a ¢ F(X)— F(Y) leképezések indukdlhaték kimend jellel rendelkezd
inicidlis automatdk dltal (mds szdval, dllithatdk el§ inicidlis automatdkban), amelyek
eleget tesznek az (a) és (b) feltételeknek. Az ilyen leképezéseket automata-leképezések-
nek nevezziik.

Ha a bevezetésben azt mondottuk, hogy az automatdk informdcidk bizonyos
tipus dtalakitdsdra képes rendszerek, akkor ezt most ugy fogalmazhatjuk meg,
hogy az automatak & fenti feltételeknek eleget tevd, Gn. automata-leképezések
elGdllitdsara alkalmasak.

5. Automatak ekvivalencidja. A koz8s bemend és kimend halmazzal rendelkezé
inicidlis A=(4, ay, X, ¥, 6, 1) és B=(B, by, X, ¥, &', 1) automatdkat ekvivalensek-
nek mondjuk, ha ugyanazt az F(X)—F(Y) leképezést indukdljdk, mds szoval,
ha a q,, és ¢, leképezések megegyeznek, ami (3) szerint azt jelenti, hogy bdrmely
p(€ F(X)) szora Alay, p)=72/(by, p) teljesiil.

Az automata-leképezéseknek el@dllitdsa szempontjdbol az egymdssal ekvivalens
automatdkat nem tekintjitk kiilonbozSknek.

Madr az 1. pontban jeleztiik, hogy az absztrakt elmélet szemszégébsl a Moore-
féle automata csak ldtszolag specidlis esete a Mealy-féle automatdnak. Ez abban
az értelemben igaz, hogy mdr Moore-féle automatdk dltal is indukdlhaték mindazok
a leképezések, amelyek Mealy-féle automatdkban eldallithatok. Kimutathat6 ugyanis
(1d. A. GiLL [4], A. ILI. Brox [2] és B. M. T'ymkos [6]), hogy bdrmely inicidlis
Mealy-féle automatdihoz létezik vele ekvivalens inicidalis Moore-féle automata.

A bizonyitds céljabol legyen A=(A4, aqy, X, Y, 9, A) tetszGleges inicidlis Mealy-
féle automata. Egy vele ekvivalens Moore-féle automatdt a kovetkez6 modon
konstrudlhatunk meg: Legyen A'=(4",4a,, X, Y,0’,7)), ahol az A" halmaz 4ll
ag( € A)-bol és az osszes (a, x,) (a €A, x,€X) pdrbol. A & és ) fiiggvények pedig
legyenek a kovetkezdk:

e J(GO: -\‘/3,) ha a’:ao , ,
4 8 (', xp)= (Stasdz) B @=le ) (@ €A, x4€X),
cy ' P V’(aoa ?\‘/3) ha a’:ao , ,
(35, Na', xp) = U.(é(q, %), %) ha o' =(ax,) (@' €A, xz€ X).

Allitdsunk igazoldsdhoz clegendd kimutatnunk, hogy a most megkonstrudlt A’
automata Moore-féle és A-val ekvivalens. A

Mag, x5) =A(ag, x5) =A(6'(a0., xg))
X((a, x,), x5) =A(8(a, x,), x;) =7(5'((a, x,), xp))

szdmoldssal adddik, hogy A" valdban Moore-féle automata, hiszen e két utolséd
egyenlet szerint A" jel-fliggvényeként vdlaszthaté a u=/ fliggvény. Mdsrészt (4)
€s (5) alapjdn nem nehéz beldtni, hogy A és A’ ekvivalensek.

A konstrukeiébdl ldthatd, hogy ha A véges, akkor A’ is véges. Ervényes tehdt
a feltételnek az a fontos kiegészitése is, hogy badrmely véges inicidlis Mealy-féle auto-
matdhoz van vele ekvivalens véges inicidlis Moore-féle automata.
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A most bebizonyitottak alapjdn a leképezéseknek automatakban valé eld-
dllitdsa tekintetében Moore-féle automatdkra szoritkozhatunk.

6. Automatak analizise és szintézise. Mar a 4. pontban hangsulyoztuk, hogy
az automatdk szerepe abban nyilvdanul meg, hogy bizonyos tipust (ti. az (a) és (b)
feltételeknek eleget tevd) ¢: F(X)—~F (Y) alaku leképezések megaddsdt €s leirdsdt
teszik lehetove.

Az automatdk és az automata-leképezések kapcsolatdt tekintve két fontos
kérdés fogalmazhaté meg természetes médon:

(1) Valamely el6re megadott automatahoz hogyan lehet az automatdtdl fugget-
leniil lefrni azt a leképezést, amelyet ez az automata indukdl? E feladat megolddsdt
analizisnek nevezzik.

(2) Adott automata-leképezéshez hogyan lehet megadni (legaldbb egy) olyan
automatdt, amely ezt a leképezést indukdlja? Ezt a feladatot szintézisnek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a szintézis feladata nem egyértelm(, hiszen egy adott
leképezés dltaldban t&bb. egymdssal nem izomorf automatdban is el8allithaté.
Egyértelmiivé lehet azonban tenni azzal, hogy a keresett automatdra tovéabbi kik&tése-
ket is tesziink.

7. Véges automatik analizise és szintézise. Az analizis és szintézis feladata
a fenti megfogalmazdsban thlsdgosan dltaldnos. Ezért kiragadunk egy sziikebb
automata-osztélyt, nevezetesen a véges automatdk osztdlydt és az analizis és a szin-
té7is feladatdt csak véges automatdkra fogalmazzuk meg pontosan. Ezzel kapcsolat-
ban azonban egy tovdbbi probléma is felvet&dik:

(0) Meg kell adnunk a véges automatdkban elédllithaté automata-leképezések-
nek az automatdktol fiiggetlen lefrdsdt. Keresniink kell tehdt olyan irdsmoédot,
olyan nyelvet, amelyben mindenekel6tt el tudjuk dénteni, hogy valamely ¢ nyelvben
megadott automata-leképezés elgallithaté-e véges automatdban vagy sem.

Ezek utdn véges automatdkra az analizis és a szintézis igy fogalmazhat6 meg:

(1) Bérmely adott véges automata esetén meg kell adnunk az emlitett nyelvben
azt a leképezést, amelyet ez az automata indukdl.

(2) Ha ebben a nyelvben adva van egy véges automata dltal indukdlhaté leképe-
z¢s, akkor meg kell tudnunk szerkeszteni azt a véges automatdt, amely az adott
leképezést indukdlja és belsd dllapotainak halmaza minimalis szdmossagul.

Kimutathaté, hogy ilyen megfogalmazdsban a szintézis feladata mdr egyértelmd,
mert az ott kivdnt automata a kiinduldsi leképezés dltal izomorfidtdl eitekintve
egyértelmiien meghatdrozott.

Megjegyezziik tovdbbd, hogy a szintézis feladatdt két, egymdstél elhatdrolt
1épésben szokds megoldani. Az emlitett nyelvben adott, véges automatdban eld-
allithaté leképezéshez megszerkesztiink valamilyen véges inicidlis automatdt, amely
ezt a leképezést indukdlja, majd ebbdl az automatdbol kiindulva megkonstrudljuk
azt az (izomorfidtdl eltekintve egyértelmiien meghatdrozott) automatdt, amely az
elébbivel ekvivalens és bels§ dllapotainak szdma a lehet8 legkisebb. A szintézisnek
ezt az utdbbi 1épését minimizdciénak szokds nevezni (Id. D.D. AUFENKAMP és
F.S. Houn [11]).

8. Az esemény fogalma. Esemény-algebra. Most olyan nyelvet ismertetiink,
amely rendelkezik a (0) alatt megkivdnt tulajdonsdgokkal, amelyben tehdt le lehet
frni az automatdtol fiiggetleniil azokat a leképezéseket, amelyek véges automatdk
4ltal induk4lhatok. Ilyen nyelviil szolgdlhat az események nyelve (Id. S. C. KLEENE

[91).
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Tekintsitk a véges X halmaz dltal generdlt F(X) szabad félcsoportot. Esemény-
nek nevezziik az F(X) félcsoport bdrmely S részhalmazdt. Specidlisan, az események
kozé soroljuk F(X) iires e szavdt, az X halmaz elemeit (egyelemii események),
magdt F(X)-et (univerzdlis esemény) €s azt az eseményt, amely egyetlen F(X)-beli
szdt sem tartalmaz (Iehetetlen esemény). Az e iires sz6t mint eseményt, tovdbbd
az egyelemli eseményeket elemi eseményeknek nevezzitk. Az F(X) félcsoport 6sszes
részhalmazaibol dllé6 E(X) eseményhalmazban az aldbbi miiveleteket definidljuk.
Legyen Sy, S, €E(X). Azt az S{\J S, eseményt, amely azokbdl és csak azokbdl
az F(X)-beli szavakbol dll, amelyek S; és S, kozil legaldbb az egyikben benne
vannak, az S, és S, események Osszegének, azt az §; S, eseményt pedig, amely az
osszes pyp, (P €Sy, p,€S,) szavakbdl dll, az S; és S, események szorzatdnak
nevezzik. Az S (EE(X )) esemény iterdltjdn azt az {S} eseményt értjitk, amely az
osszes pyp,..p (pi€S(@=1....,k); k=0,1,...) szavakbdl dll. E(X)-et a most
bevezetett Osszeadds, szorzds és iterdcié miiveletével egyiitt az X halmazhoz tartozoé
esemény-algebrdnak nevezzitk. Konnyen ldthats, hogy az esemény-algebrdben a
miiveletekre vonatkozdan érvényesek bizonyos (az algebrai strukttirdkban szokdsos,
vagy ezekhez hasonld) azonossdgok.

9. Regularis események. Az X véges halmazhoz tartozd E(X) esemény-algebra
egy S eseményét reguldrisnak nevezzilk, ha S vagy a lehetetlen esemény, vagy pedig
az elemi eseményekbdl az Gsszeadds, szorzds és az iterdcié miiveletének véges sokszor
valé alkalmazdsdval dli el6.

Megjegyezziik, hogy az el§z8 pontban emlitett azonossdgok miatt az S reguldris
esemény ilyen elSdllitdsa nincs egyértelm{ien meghatdrozva. Az S minden ilyen
el6dllitdsdt, amely tehdt azt mutatja meg, hogy S a mondott mfiveletek segitségével
hogyan 4l el§ az elemi eseményekb8l, az S reguldris kifejezésénck nevezziik. (Ha S
a lehetetlen esemény, akkor S reguldris kifejezéséiil bdrmely specidlis jelet vdlaszt-
hatunk, pl. az tires halmaz jelét is.)

Konnyli megmutatni, hogy nem minden esemény reguldris. Nem reguldris pl.
az X ={(xq, x,) halmazhoz tartozd E(X) esemény-algebra azon eseménye, amely
azokbol és csak azokbdl az F(X)-beli szavakbdl &ll, amelyek azonos szdmu x,-
bél és x,-bbl tev8dnek 6ssze (Id. B. M. T'nywkos [6]).

10. Automata-leképezések és események kapesolata. Legyenek X és Y tetszleges
veges halmazok és legyen ¢: F(X)—~ F(Y) valamilyen automata-leképezés. Meg-
mutatjuk, hogy az ilyen ¢ leképezések események bizonyos rendszerével jellemezhe-
t8k. Jelolje S, minden y (€Y)-ra azon p (€ F(X)) szavak halmazdt, amelyekre a
¢(p) (€ F(Y)) utolsé betiije y és tekintsiik az ilyen S, (€ E(X)) események H hal-
mazdt. Nyilvdanvald, hogy ez a H halmaz rendelkezik a kovetkez§ tulajdonsdgokkal:
«) H véges szdmossdgl, f) ha y=y" (y,y €Y) akkor az S,U S, metszet iires,
) bdrmely p (#e; € F(X)) széhoz van olyan y (€ Y), hogy pES, és ) bdrmely
y(€Y)ra edsS,.

Altaldban, egy véges halmazhoz tartozd esemény-algebra eseményeinek olyan
rendszerét, amely az o), §),v) és &) feltételeknek eleget tesz, automata-esemény-
rendszernek nevezziik.

Ha tehdt X és Y véges halmazok, akkor minden ¢: F(X)—~ F(Y) automata-
leképezéshez hozzdrendelhet§ az E(X) esemény-algebra egy automata-esemény-
rendszere. Kénny( beldtni, hogy megforditva, az X véges halmazhoz tartozd E(X)
esemény-algebra bdrmely H automata-eseményrendszere a (véges) Y halmaz ele-
meinek jelolésétdl eltekintve egyértelmiien meghatdrozza azt a ¢: F(X)— F(Y)
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automata-leképezést, amelyhez a fenti médon tartozo automata-eseményrendszer
¢ppen H.

Ezzel nyertiik, hogy az automata-leképezések bizonyos osztdlya és az események
kozott szoros kapesolat van. Egyértelmiien jellemezni tudtuk ugyanis az események
nyelvén azokat a leképezéseket, amelyek olyan A =(A4, ay, X, Y, 8, 2) inicidlis auto-
matdkban allithaték el8, amelyekre az X és Y halmazok végesek.

11. Az automata és az sltala indukalt leképezés kapcsolata az események nyelvén.
E pontban csak olyan inicidlis automatdkat tekintiink, amelyeknél mind a bemend,
mind a kimend jelek halmaza véges.

Legyen A=(A4,a,, X, Y, d, /) ilyen Mealy-féle automata ¢s legyen y (€7Y) az
A tetszBleges kimend jele. Jelolje S, azoknak a p (€ F(X)) szavaknak a halmazait,
amelyekre a g, (p) (€ F(Y)) sz6 utolso betiije y. Fussa be y az A automata Y kimend
halmazdt és jelolje H, az ekozben el6dlld S, (S F(X)) események Osszességét. A H,
eseményrendszert az A automatdhoz tartozo kanonikus eseményrendszernek nevezzik.

Nyilvdnvalé, hogy egy automatdhoz tartozo kanonikus eseményrendszer
mindig automata-eseményrendszer.

Mdsrészt a definiciobol kozvetleniil adédik az a fontos tény, hogy egy olyan
A=(4, a4, X, Y,05,7) automata, amelyre az X és Y halmazok végesek, akkor és
csak akkor indukdl valamely ¢ F(X)—~ F(Y) automata-leképezést, ha a ¢-hez tartozo
automata-eseményrendszer egybeesik az A automatdhoz tartozo kanonikus esemény-
rendszerrel.

Ennek megfeleléen olyan A =(4,ay, X, Y, 3, /) automatdk esetén, amelyekre
az X és Y halmazok végesek, a 6. pontban tdrgyalt analizis és szintézis igy fogalmaz-
hato at:

(1”) adott automatdhoz meghatdrozandd a hozzd tartozd kanonikus esemény-
rendszer, majd az ehhez a 10. pont értelmében rendelt automata-leképezés;

(2”) ha adottegy ¢: F(X)—~F(Y) (X és Y véges halmazok) automata-leképezés;
meghatdrozandd a ¢-hez a 10. pont értelmében tartozo automata-eseményrendszer,
majd megszerkesztend8 olyan automata, amelyhez tartozé kanonikus esemény-
rendszer egybeesik a ¢-hez rendelt automata-eseményrendszerrel.

12. Véges automatikban elallithaté leképezések. Az el6z6 pontban olyan
inicidlis Mealy-féle automatdkkal foglalkoztunk, amelyeknél mind a bemend jelek,
mind a kimend jelek halmaza véges. Most azonban tovadbb sziikitjitk a vizsgdlt
automatdk osztdlydt. A tovdbbiakban a belsd dllapotok halmazdnak végességét
is feltételezziik, mds szoval, csak véges automatdkkal foglalkozunk.

Arra vonatkozéan, hogy milyen leképezések dllithatok eld véges automatdk-
ban, bebizonyithaté (1d. S. C. KLEENE [9]), hogy egy ¢: F(X)~F(Y) (X és Y véges
halmazok ) automata-leképezés akkor és csak akkor dilithatd el véges inicidlis Mealy-
féle automatdban, ha a ¢-hez rendelt automata-eseményrendszerhez tartozé minden
esemény reguldris.

Ez az eredmény a 7. pontban a (0) alatt megfogalmazott feladatot megoldja,
hiszen az automatdktél fiiggetlen teljes leirdsdt adja a véges automatdkban eld-
dllithato leképezéseknek.

Rendkiviil fontos tovabbd az a tény, hogy e tétel ismert bizonyitdsai mind
konstruktivok, azaz a tétel minden bizonyitdsa egyszersmind olyan dltaldnosan
haszndlhat6 eljdrdst (algoritmust) is szolgdltat, amely egyrészt bdrmely adott veéges
inicidlis automata esetén lehetdvé teszi, hogy megadjuk az automatdhoz tartozd
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kanonikus eseményrendszert*, majd ehhez megkonstrudljuk a 10. pontban definidlt
qutomata-leképezést (és ezzel az analizis feladatdt véges automatdkra megoldjuk);
mdsrészt lehetséget ad arra, hogy ha mér valamely konkrétan adott ¢: F(X) —
— F(Y) (X és Y véges halmazok) automata-leképezés esetén a ¢-hez tartozé automata-
eseményrendszert meghatdroztuk ¢s konstataltuk, hogy ezen eseményrendszer
minden eseménye reguldris, tovdbbd megadtuk az események valamilyen reguldris
kifejezéseit, akkor ezekbdl a reguldris kifejezésekbdl kiindulva meg tudjunk szer-
keszteni olyan automatdt, amelyhez tartozd kanonikus eseményrendszer egybe-
esik a ¢-hez rendelt automata-eseményrendszerrel (ami a véges automatdkra (2)
alatt megfogalmazott szintézis feladatdnak megolddsdt jelenti).

Megjegyezzitk még, hogy a Mealy- €s Moore-féle automatdknak az 5. pontban
bemutatott ekvivalencidja miatt térgyaldsunk folyamdn az eseményekkel kapcsolat-
ban is szoritkozhattunk volna inicidlis Moore-féle automatdkra, s6t a Moore-féle
automatdk kozbeiktatdsdval Medvegyev-féle automatdkra is. A legutébb emlitett
fontos tételt is legegyszeriibb ilyen automatdkra bizonyitani €és igy is szokds eljarni.
Cikkiink korldtozott terjedelme miatt azonban nem dll médunkban sem ezt pon-
tosabban kifejteni, sem az utolsé tételt bebizonyitani és az analizis és szintézis
esetén haszndlhatd algoritmusokkal foglalkozni. Megjegyezziik tovdbbd, hogy az
események fogalmdnak bevezetése az analizis €s a szintézis fogalmdnak bizonyos
4ltaldnositdsdt teszi lehetévé, amellyel szemben a fenti értelemben vett analizist és
szintézist kanonikus analizisnek és kanonikus szintézisnek nevezhetjiikk. Mindezekre
nézve pl. V. M. Gruskov [6] dolgozatdra utalhatunk.

II. Az automatak strukturalis elmélete

Az 1. részben az automatdt mint egységes egészet vizsgdltuk, figyelmen kivil
hagyva annak szerkezeti felépitését. A valdsdgban azonban az automatdk egyszeriibb
automatdkbol, elemekbdl tevédnek Gssze. A strukturdlis elmélet feladata éppen
annak vizsgdlata, hogy adott automata hogyan épithetd fel elemek dsszekapcsoldsdval,
kompozicidjdval. A strukturdlis elmélet is absztrakt abbol a szempontbol, hogy nem
veszi figyelembe a redlis automata dsszes tulajdonsdgait. Eltekint pl. a jelek miben-
14tét51, az automata miikddése kozben lejdtsz6dé fizikai folyamatoktdl stb. A struk-
turdlis elmélet azonban nem jut el az absztrakcié olyan magas fokdra, mint az
absztrakt elmélet. A strukturdlis elmélet, noha mindvégig matematikai eszkdzokkel
dolgozik, mintegy kozbiils§ helyet foglal el az absztrakt és a technikai realizdcids
elmélet kozott.

1. A jelek kédolasa. Az egyik lényeges kiilonbség a két elmelet kozott abban
van, hogy az absztrakt elméletben eltekintettiink attél, hogy az automata bemend
és kimend jelei Gn. elemi jelek adott hosszisdgl sorozataibdl, azaz az elemi jelek-
b&l, mint komponensekbdl felépitett vektorokbdl dllnak. Egy ilyen bemend, ill.
kimend jelvektor komponenseinek szdma attdl fiigg, hogy az automata hdny kiilon-
b628 bemend pontjdra bocsdthatunk egyidejiileg elemi jelet, ill. az automata hdny
kimend pontjan 1éphet ki egyidejlileg elemi jel. Minden bemend ponthoz tartozik
egy bemend csatorna, amelyen keresztiil az elemi jelek bejutnak az automatdba ¢s
minden kimend ponthoz hozzd van rendelve egy kimené csatorna, amelyen dt a jelek
kilépnek az automatdbol. Az absztrakt jelekhez vald vektorhozzdrendelést a jelek

4 Ld. R. F. McNAUGHTON és H. Yamapa [12] és B. M. Tiiyumkos [5].
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kédoldsdnak nevezziik. A bemend és kimen8 pontokat megszdamozzuk az elsS m,
ill. els§ n természetes szdmmal és adott jelvektor esetén az i-edik komponens az
i-edik bemend pontra keriil, ill. az i-edik kimend ponton jelenik meg.

A tovébbiakban egy A automatdt az A =(4, a,, X, Y, 3, 4, m, n) alakban adunk
meg, ahol A az automata bels§ dllapotainak halmaza és a,€4; X és Y az elemi
bemend, ill. elemi kimend jelek halmaza; ¢ és A az automata dtmenet-, ill. kimenet-
fiiggvénye, az m, n szdmok pedig a bemend, ill. kimend csatorndk szdmadt jelentik.
Az X & Y halmazok XU Y egyesitését az A automata strukturdlis dbécéjének nevezzik.

Mi csak olyan automatdkkal foglalkozunk, amelyekre X = Y=(0, 1), mivel
a gyakorlatban ezek a leghaszndlatosabbak.

2. Automata-id. Minden egyes automatirél feltételezziik, hogy egy diszkrét
idéskdla tartozik hozzd. Az automatdhoz rendelt id&skdla bdrmely 7 id&pontjdra
Mealy-féle automata esetén érvényesek a

M (a(®), x(t)) = at+1)
€S
2 Aa(t), x(1)) = y(@)

egyenletek, ahol a(z)jelenti azt az dllapotot, amelyben az automata a ¢ id8pillanatban
van, x(¢) é y(¢) pedig azt a bemend, ill. kimen§ jelet jeloli, amelyet az automata a
¢ id8pontban kap, ill. amelyet a ¢ id6pontban kibocsdt.

Moore-féle automatdk esetére (1) megtartdsa mellett (2) helyett az

y(t) = 2(8(a(t—1), x(r—1)))

egyenletet tekintjiik érvényesnek. Ez azt jelenti, hogy a Moore-féle automata vala-
mely bemend jel beérkezése utdn csak egy automata-idSegységgel késBbb bocsdtja
ki a megfeleld kimend jelet.

3. Meméria- és logikai elemek. Mint mar emlitettiik, a gyakorlatban el&for-
dulé automatdk egyszerlibb automatdk, elemek kapcsolatai. Az ilyen, un. elemi
automatdkat két csoportba soroljuk. Egy elemet logikai elemnek, ill. memoria-
elemnek neveziink aszerint, hogy az elem édllapotainak szdma egy, vagy ennél tobb.
Nyilvdnvald, hogy a logikai elemek kimenete vektorfiiggvénnyel jellemezhet8, mds
sz6val, minden m bemend és n kimend csatorndval rendelkezd logikai elemhez
megadhaté olyan ¢ vektorfliggvény, hogy

2((x4(0), X200 oy X)) = (20D, 2(0); - 9u()

az automata kimenetét adja.

4. Automatik kompoziciéja. Legyen adva kozds automataidSvel rendelkezd
automatdk egy véges halmaza, tovdbbd m, ill. n szdmu kiilonboz8 pont. Ha ugy
egyesitiink a halmazhoz tartozé automatdk bemend és kimend pontjai koziil bizo-
nyosakat egymdssal, valamint a kijeldlt m, ill. n szdmu ponttal, hogy az igy keletkezd
rendszert mint a kijelolt m bemend ponttal és n kimend ponttal biré automatdt
tekinthetjiik, akkor az adott halmazhoz tartozé automaték egy m bemend pdlusu
és n kimend polusG kompozicidjdrél beszéliink.

Ha az automata bemend és kimend pontjait korrel, magdt az automatdt tégla-
lappal, az automata bemend és kimend csatorndit az automata felé, ill. a kimend
pontok felé mutaté nyilakkal jeldljiik, akkor az 1. dbrdn megadott A, B és C auto-
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matdk egy 5 bemen6 és 1 kimend polustii kompozicidjdt a 2. dbra szemlélteti. A most
bemutatott példa is mutatja, hogy automatdk kompozicidja nincs egyértelmiien
meghatdrozva.

— 1 A g vene ]
S c [
emee B s
1. dbra
= A B B e
e
2. dbra

Ha valamely kompozicidban csak logikai elemek szerepelnek, akkor ezt a
kompozicidt kombindciés sémdnak nevezziik.

5. Strukturdlis szintézis. A {0, 1) strukturdlis 4bécével rendelkezd elemek
olyan véges osztdlydt keressiik, amelyek mindegyikét korldtlan példdnyszdmban
tekintve, tetsz8leges strukturdlis dbécével rendelkez8 A automatdhoz effektive meg-
adhatd az elemek olyan kompozicidja, hogy e kompozicid dltal indukdlt automata-
leképezés az A automatdban el@dllithaté leképezés folytatdsa. Automatdk ilyen
véges osztdlydt strukturdlisan teljesnek, adott A automatdhoz a megfelel6 kompozi-
cié megszerkesztését pedig strukturdlis szintézisnek nevezzik.

A (0, 1) struktardlis dbécével rendelkezd logikai elemek olyan véges osztdlydt,
amelynek megvan az a tulajdonsdga, hogy mindegyik elemét korldtlan példdny-
szémban felhaszndlva bdrmely (0, 1) strukturdlis dbécével rendelkezé A logikai
elemhez effektive megadhatd a tekintett elemek olyan kompozicidja, amelyhez
tartozd vektorfiiggvény egybeesik az A-hoz tartoz6 vektorfiiggvénnyel, funkciond-
lisan teljesnek nevezziik, a megfeleld kombindcids séma megkonstrudldsdt pedig
kombindcicés szintézisnek mondjuk.

Automatdk valamely véges osztdlydt vizsgdlva, dltaldban nem vdrhaté, hogy
ez az osztaly strukturdlisan vagy funkciondlisan teljes legyen. Bebizonyithatd azon-
ban, hogy lérezik a (0, 1) strukturdlis dbécével rendelkezé automatdk olyan strukturd-
lisan teljes osztdlya, amely logikai elemek egy funkciondlisan teljes osztdlydbdl, vala-
mint egy olyan legaldbb két belsé dllapottal biré teljesen dsszefiiggd®> Moore-féle
automatabdl dall, amelynek kimenet-fiiggvénye a belsd dllapotok halmazdnak a kimend
jelek halmazdra vald kolesondsen egyérielmii J(a) =y leképezését szolgdltatja.

A bizonyitds céljabol legyen

A=(4, a,,(0,1),{0, 1), 6, 2, m, n)
tetsz6leges automata és
B=(B, by, (0, 15,40, 15, &, s o' )

5 Egy automatdat teljesen Osszefiiggbnek neveziink, ha barmely két a, b belsé allapotdhoz
létezik olyan x bemend jel, hogy d(a, x)=05 teljesiil.
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olyan Moore-féle automata, amely eleget tesz az dllitdsban megadott feltételeknek.
Legyen tovdbbd k és [ az A4, ill. B halmaz szdmossdga. Ha s (=log, k) természetes
szdm, akkor megadhaté A-nak a B° hatvdny-halmazba® vald kolesondsen egyér-
telmi @ leképezése. Legyen mdsrészt C olyan logikai elem, amelynek sn'+m szdmd
bemend csatorndja, sm’ szdmi kimen& csatorndja van és amelynek ¢ vektorfiige-
vényére a
2 - o ¥ meof - - i
Q(}v/((/’(“h)? s A ((f(a)s): Xiseees '\m) *'(x] 1o e Xpmrs oy Xggs ooy }‘sm')
és
= NG 3 . A " % o R - 3
' ](O ((p(a)i’ (')‘117 + 5 g llm’))v s 0 (%((’059 (’\sl g sy '\,2911’)))40(07 (xl g sy Am)/\

Osszefliggések teljesiilnek’, C’ pedig olyan sn'-+m szdm@ bemend csatorndval és
n szdml kimen$ csatorndval biré logikai elem, amelynek o’ vektorfiiggvényére

. (X)), ooy (g (@), Xy ovvy X)) =A(as Xy, ..., X,)
teljesiil.
A keresett kompoziciot a 3. dbra mutatja. A Il-vel jelzett részt, mint a C és C’

3. dbra

logikai elemekbdl 4116 kombindciés sémdt tekinthetjitk. Ezt a kapott kompozicié
kombindcids részének, az I-gyel jeldlt részt pedig a kompozicié memoériarészének
nevezziik. Minthogy a vizsgdlatainkban szerepl§ automata-osztdlynak a B automata
elhagydsa utdn el&dll6 részosztdlya funkciondlisan teljes, azért a Il-vel jelolt kombi-
ndciés séma elGéllithaté ezen részosztdly elemei valamely kompozicidjaként. Ezzel
dllitdsunk érvényességét megmutattuk.

Konnyen lehet taldlni olyan egyszerii automatdkat, amelyek tetszGleges auto-
matdt el8dllité kompozicidban szerepelhetnek memoria-elemként. Ezek kéziil
megemlitiink egyet, amely késleltet§ elem néven ismeretes.

A késleltets elem olyan egy bemen§ és egy kimend csatorndval rendelkezd
teljesen Osszefiigg6 A Moore-féle automata, amelynek kimenet-fiiggvénye a belsd
dllapotok halmazdnak a kimené jelek halmazdra valé kolcséndsen egyértelmii
/(a)=y leképezését szolgdltatja: ha A =(ay, ay), X=Y={0, 1), akkor a § és 2
fliggvényekre

¢ A B*hatvany-halmaz a B halmaz elemeibdl képezett sszes s hossziisagu sorozatok halmazat
jelenti.

7 p(a) az a(c A) elem B°-beli képének i-edik komponensét jeldli.
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d(a;,0)=0(a,,0)=ay,d(a;, 1)=d(a,, 1) =a,
és
Ma)=0, Alay)=1
teljesiil.

Ez a példa is mutatja, hogy az automatdk kompozicidjdban szerepl§ memoria-
részhez konnyen taldlhatunk egyszer(i és jol kezelhet6 memoéria-elemet. Igy automa-
tak valamely struktardlisan teljes osztdlyanak meghatdrozdsdndl szoritkozhatunk
logikai elemek egy funkciondlisan teljes osztdlydnak kivdlasztdsdra.

6. Kombinaeids szintézis. A vizsgilatainkban szerepld automatik strukturalis
dbécéjéiil a (0, 1) halmazt vélasztottuk. Ez lehetdvé teszi, hogy az automatdk struk-
turdlis elméletében a Boole-féle fliggvények mdr jobban kidolgozott elméletét alkal-
mazzuk.

m-vdltoz6s Boole-féle fiiggvénynek neveziink minden olyan f(x,, ..., x,,) fligg-
vényt, amelynek minden x; (i=1, ..., m) vdltozéja és minden értéke a (0, 1) halmaz
valamely eleme.

Legyen A tetsz8leges olyan logikai elem, amelynek strukturdlis dbécéje a (0, 1)
halmaz, bemend és kimend csatorndinak széma pedig m, ill. n. Akkor az A automata
o vektorfiiggvényére

Q('\-l AN Xm) :(yl 3wy .yn)

teljesiil, ahol minden x; és y; a 0 és | szdmok valamelyikét jelenti. A ¢ kimend vektor
minden y; (i=1,...,n) komponense elddllithatd valamilyen fi(x,, ..., x,) Boole-
féle fliggvénnyel. Ez azt jelenti, hogy tetsz6leges m bemend és n kimend csatorndval
rendelkez8 logikai elemet meg lehet adni n olyan logikai elem kompozicidjaként,
amely elemek m bemend és 1 kimend csatorndval birnak, vagyis amelyek bizonyos
m-valtozdés Boole-féle fliggvényt realizdlnak.

A fentiek alapjdn lehet8ség van arra, hogy egy kombindcids séma szintézisét
olyan egyszer(i Boole-féle fiiggvények keresésére vezessiik vissza, amelyek szuper-
pozicidjaként tetszGleges Boole-féle fiiggvény el8dll. A Boole-féle fiiggvények egy
ilyen osztdlyat is funkciondlisan teljesnek nevezziik.

Az aldbbiakban bevezetiink néhdny fogalmat.

Akkor mondjuk, hogy az f(x,, ..., x,) Boole-féle fiiggvény megérzi a 0 konstanst,
ha réd f(0, ..., 0) =0 teljesiil. Hasonldan, azt mondjuk, hogy az f(x,, ..., x,) Boole-
féle fiiggvény megdrzi az 1 konstanst, ha f(1,...,1)=1.

Jelolje X; és f(xy, ..., x,) az x; vdltozo, ill. az f(x,, ..., x,) fiiggvény negdltjdt.
Az f(xq, ..., x,) Boole-féle fliggvényt dndudlisnak mondjuk, ha f(x,, ..., x,) =
=f(E1, .0y X).

Legyen f(x;, x;) = x; +x, a mod 2 8sszeaddst kifejezd fliggvény, mds széval
az a fiiggvény, amelyre

0,0 =/(1,1)=0, f(0,1)=f(1,0)=1.

Egy f(x;, ..., x,) Boole-féle fliggvényt linedrisnak neveziink, ha el&éllithatd

JCey, X)) = ag+agx +... +a,x,

alakban, ahol az a,, ay, ..., a, egyiitthaték a 0 és 1 értékeket vehetik fel.

Tekintsiik az Osszes olyan n-hosszisdgli a=(«,, ..., ,) sorozatok halmazit,
amelyekre barmely o; (i=1, ..., n) értéke 0 vagy 1. E halmazban rendezést definid-
lunk: ha a=(ay, ..., o,) és b=(B;, ..., B,) ¢ halmaz elemei, akkor

a=beu, =4 (i=1,...,n).

o
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Az f(xy,...,x,) Boole-féle fliggvényt monotonnak nevezzitk, ha a=b
(a=(ay, ...,0), b=(B1, ..., B,)) esetén -

oy, s o) = f(Brs s B

Indukciéval beldthaté, hogy a O konstanst megdrz8 Boole-féle fiiggvények
szuperpozicidja is 0 konstanst megdrz8. Hasonld dllitds igaz az 1 konstanst meg-
8rz8, az ondudlis, a linedris és a monoton Boole-féle fiiggvényekre is.

Ezzel megadtuk Boole-féle fiiggvények o6t olyan osztdlydt, amely a szuper-
pozicié miveletére nézve zdrt.

A funkciondlis teljességre vonatkozdan bizonyitds nélkiil kimondjuk Sz. V.
JABLONSZKIJ [8] tételét: Boole-féle fiiggvények valamely S osztdlya akikor és csak
akkor funkciondlisan teljes, ha az S oszidly tartalmaz legaldbb egy olyan fiigguényt,
amely nem &rzi meg a O konstanst, legaldbb egy olyan fiiggvényt, amely nem &6rzi
meg az 1 konstanst, tovdbbd legaldbb egy nem ondudlis, legaldbb egy nem linedris
és legaldbb egy nem monoton fiigguényi. ‘

E tétel és az aldbb kodzolt tabldzat segitségével konnyen megadhaték Boole-
féle fiiggvények funkciondlisan teljes osztdlyai.

Fiiggvények osztdlyai

4 fuggyeny: neve ﬁlé&ﬁ?éé;y . : " e megdrzi a | megdrzi az

monoton linedris 6ndudlis | g.konstanst | 1-konstanst
Adentikus x + + + EW £
0-konstans 0 e B _ e K2
1-konstans 1 + 4 = = e
Konjunkci6 : X1X2 =+ — — + +
Diszjunkcio X1VX2 + = - 4 A
Negacid X = L .‘ 2 - .
Konjunkcié tiltassal | Xi1X2 — = - = _
Diszjunkcid tiltassal XiVXa - = - e £
Konjunkcid negacidja X1X2 = . | o - —
Diszjunkcié negacidja X1VXs = L - - _
Ekvivalencia X1X2VX1X2 — + - = +
Ekvivalencia negacioja X1+Xx> f =5 - = —

(0sszeadds mod 2) | |

Ahhoz, hogy a tdbldzatban szerepl§ minden fiiggvényt meg tudjunk adni,
elegend§ definidlni a diszjunkciot, a konjunkciot és a negdciot.

A diszjunkciéra: 0vO0=0; 0Ovi=1vO0=1vi=L

A konjunkciéra:  0-0=1-0=0-1=0; 1-1=1.

A negdciora: 0=1; 1=0.

7. Boole-féle fiiggvények realizalasa. Noha az automatak fizikai tulajdonsagainak
vizsgdlata nem tartozik a struktdrdlis elmélethez, réviden megadjuk a diszjunkcio,

a konjunkcid és a negdcié egy-egy elektroncsdves realizdldsdt, amelyeket Muszka
Ddniel tudomdnyos munkatdrs bocsdtott rendelkezésiinkre.
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Az elektroncsoves elGallitdsokban leggyakrabban tridddt (4. dbra) és pentoddt
(5. dbra) alkalmazunk.

Ra

kimenet

bemenet ;
Bgo 5, (O

bemenefek - -------
“‘3' O— e o s

4. dbra J_ 5. abra

Mindkét dbrdn U, az anddfesziiltséget, R, az anddellendlldst, U, pedig a rdcs-
fesziiltséget jeloli. A bemend jelek elektromos impulzusok vagy kiillonbozd szintfi
elektromos potencidlok formdjdban 1épnek a cs@ rdcsdra, a megfeleld kimend jelek
pedig az andéddramkorben jelennek meg. Pentdda alkalmazdsa esetén a cs@ vezér-
lésére az els6 és harmadik rdcsot haszndljuk. A negdcié elektroncséves megvald-
sitdsa ldthatd a 6. dbrdn. A cs6 gyengén van elSfeszitve. Ha a bemenetre a 0 értéket
reprezentdld, negativ jel keriil, akkor ennek hatdsdra a cs@ lezdr és a kimeneten
az 1 értéknek megfelel§ pozitiv jelet kapunk. Abban az esetben pedig, amikor az 1
értéket reprezentdld pozitiv jelet adunk a bemenetre, akkor a cs§ andéddrama megnd,
igy a kimeneten a O értéknek megfeleld negativ jelet kapunk.

A 7. dbra a konjunkci6é negdcidjdnak pentddds el8dllitdsdt mutatja. Amikor
a pentoda akdrcsak az egyik rdcsdval van lezdrva (azaz amikor a megfeleld jel 0),
az R, anddellendlldson keresztiil nem folyik dram, igy kimenetén a potencidlértéke
megkozelitSleg U, azaz az 1 jelnek megfeleld. Ha egyidejiileg mindkét rdcsra
magas potencidlt adunk, a csd nyitottd vdlik és kimenetén a O jelnek megfeleld U
potencidlértéket szolgdltatja.

Ezek utdn mdr konnyen létrehozhatunk olyan kapcsoldst, amely a konjunkcidt
¢s a diszjunkcio6t dllitja el8. Jeldlje a negdcid elektroncsdves el@dllitdsdt (invertort)

egyszeriien
O
a konjunkcié negdcidjanak pentddds el84llitdsat pedig

O e >
o ®




Ug2 & i g /APy R

Semenet

L 6. dbra E e 7. abra

Figyelembe véve, hogy X=x és x; V X3 —=X,-X,, a konjunkcidt a 8. dbrdn ldthato
kapcsolds, a diszjunkcidt pedig a 9. dbrdn ldthaté kapcsolds realizdlja.

/\’

L e———— I =

8. abra 9. dbra

Minthogy a negicié, konjunkci6é és diszjunkcid egyiitt funkciondlisan teljes
osztalyt alkot, ezért a fenti kapcsoldsok kompozicidjdval tetsz8leges Boole-féle
fliggvényt realizdlhatunk.

8. Boole-féle fiiggvények egyszeriisége. Az el6z8kben megmutattuk a negécio,
a konjunkcié és a diszjunkcid fizikai realizldsdt, valamint azt, hogy tetszleges
Boole-féle fiiggvény elBéll ezek szuperpozicidjaként. Természetes moédon vetddik
fel az a kérdés, hogy adott m-vdltozés Boole-féle fiiggvény realizdldsdéhoz hdny
relére, elektroncsdre stb. van sziikség.

Minden f Boole-féle fiiggvényhez hozzdrendeliink egy L pozitiv egész szamot.
Specidlisan, a negdcidhoz, a konjunkcidhoz és a diszjunkciohoz rendre az L bons
ill. L, szdmokat rendeljiik (ti. a széban forgo fiiggvények valamely konkrét reali-
z4ciéjdhoz sziikséges szerkezeti elemek szdmdt). Ha az f fiiggvény eldéllitdsaiban
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ke, szdmi negdcid, /; szdmu konjunkcié és s; szdmu diszjunkcio szerepel, akkor

legyen

L, = min (k;L+1;L, +s5:Ly).
Az f Boole-féle fiiggvényhez ilyen modon hozzdrendelt L, szdmot az f‘ fliggvény
egyszerliségi szamdnak nevezzik. Tekintsiik valamely rogzitett m esetén az Osszes
Fisfareenfi (£=22") m-vdltozés Boole-féle fiiggvenyt ¢s legyen.

L(m)y=max (L;,, Ls,s -+s L)

Ha egy m-viltozés Boole-féle fiiggvényt kitiintetett diszjunktiv normdlformdban®
irunk fel, akkor ebben a felirdsban legfeljebb m szdmu negdcid, (m—1) 2™ szdmi
konjunkci6 és 2" szdma diszjunkcid szerepelhet. Ily médon L(m)-re azonnal adodik

az
Lm)<mL-+@m—1)2"L,+2"L,

becslés. Ha tehdt m — oo, akkor
L(m)y<m-2"L, (1+¢,),

ahol ¢, —~0, ha m — e,
Ha csak monoton Boole-féle fiiggvények vizsgdlatdra szoritkozunk, a redukdlt
kitiintetett diszjunktiv normdlforma® felhaszndldsdval a

m
m
Lmonoton (m) = [3] [_nz+ 1] (L/\ s 8”1)
2
: !
becslés adadik, ahol [k] a k szdm egész részét, (’Z) pedig az k—‘(g——ﬁ binomi-

dlis egyiitthatot jelenti.

A most megadott becslések a filggvények ligyes felbontdsdval tovabb javithatok.
Az els§ ilyen médszer C. E. SHANNON [17] nevéhez fiizGdik. C. E. SHANNON egy
m(=1[+n)-vdltozos fliggvényre az

Ty s vvr s Kig Wi =5 F) = VEL <] SO 5 w5 G5 Pogi g womis Vi)

felbontdst haszndlja, ahol x°=X és x'=x, majd az n=Ilg(m—31lgm) és [ =
= m—Ilg (m—3 lg m) megvdlasztdassal az

Lim)= % QL +LV)(1+¢,)

becsléshez jut el.

SHANNON modszerének felhaszndldsdval O. B. LupanNov [11] ezt a becslést
tovdbb finomitja. Egy m(=A1+ u+v)-vdltozds f Boole-féle fiiggvényre LupaNOV
szerint a A, p és v szdmok alkalmas megvdlasztdsa mellett a SHANNON dltal megadott
becslésnél szemmel ldthatéan finomabb

8 Egy f Boole-féle fliggvény Kkitiintetett diszjunktiv normalforméjan f olyan kifejezését értjiik,
amelynek minden diszjunkcids tagja a valtozok vagy negaltjaik konjunkcioja gy, hogy egy disz-
junkcids tagban minden valtozd pontosan egyszer szerepel negdlva vagy negalatlanul.

9 A redukalt diszjunktiv normalforma diszjunkcios tagjai a fiiggvény primimplikdnsai. Ld.
B.M. I'mymrkos [7].
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m
1) <—(1+¢,) L
L(l’ﬁ)< 172\ + m) v

becslés adodik.

Cikkiink korldtozott terjedelme miatt nem dll modunkban, hogy ezeknek az
érdekes és fontos problémdknak bBvebb tdrgyaldsdt adjuk. A most érintett kérdések
pontos tdrgyaldsdt és a Boole-féle fiiggvények elméletének tovdbbi kérdéseit illetSen
C. E. SHANNON és O. B. LuraNov mdr emlitett dolgozataira, tovdbbd N. E. KOBRINSZ-
K és B. A. TRAHTENBROT [10] kdnyvére utalhatunk.
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OSSZEFOGLALAS

Gécseg F. és Pedk 1.

Fenti munka ismerteté jellegli. Az automatdk absztrakt és strukturalis elmé-
letének rovid attekintését nyajtja.

Az els6é részben az automatdk absztrakt elméletének rovid, vazlatos lefrasa
talédlhaté. A szerz6k kozlik a Moore, Mealy és Medvegyev automatdk definicioit.
Tovabba foglalkoznak az automatik absztrakt analizisével és sziniézisével kapcso-
latos lényegesebb kérdésekkel.

A cikk maésodik részében az automatdk strukturalis szintézisének ismertetésére
keriil sor a (0; 1) strukturdlis &bécé esetében. Ezzel kapcsolatban a negdcid, disz-
junkeié és konjunkeid egy-egy elektroncsoves elGallitdsa is kozlésre keriil. Végiil a
szerz6k a logikai fliggvények realizdlaséhoz sziikséges szerkezeti elemek (elektronesd,
relé, sth.) szdmara vonatkozé becsléseket ismertetnek.
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O MATEMATHUYECKOM TEOPMY ABTOMATOB
Teyee, ®. n Ileaix, H.

Crathsi umeer 0030pHBIA Xapaxtep. B Heil Hsjmaraiorest HEKOTODPbLIE OCHOBHbLIE HJEH U
pesysnTaThl (B GOJBLIMHCTBE CJAYYaeB 0e3 JOKA3aTeNbCTB), Kacalomuecs Kax adcTpaxTHOH,
TaK U CTPYKTYPHOIl TEOPUH HHULIHAJBHEIX aBTOMATOB. KpoMe TOro, MOKASBIBAITCS HEKOTO-
poie MeTonbl (BrBnuecKol peanu3alnH HeKOTOPHIX OyaeBeiX (YHKUMM, CBISAaHHLIX CO CTPYK-
TYpHOI Teopueil aBTOMATOB, 4 HMEHHO, METOAB! DPEeaANIBALIN KOHBIOHKIMI, AMSBIOHKINHN 1
Herauuu.

[lepeast yactb PAdOThl [MOCBSAIIEHA KOPOTKOMY 13JI0/KCHHIO OCHOB adCTPaKTHOH Teoplu
apToMaToB. B Begyrca mousTus asromaron Mium, Mypa i Meggejesa, paccMaTpHBAETCs
CBSI3b MEXAY aBTOMATAMU U aBTOMATHBIMH OTOOpayKeHHsMU, CQOPMyJIHPYETCsI 3ajaya aHa-
JIU3a U CUHTE3a M YKa3bIBACTCS METO[ PeLIeHIs] 9THX ABYX 3a4au B CJIyyae KOHECYHLIX aBTO-
MaToB, HOJIB3YSICH SI3BIKOM co0pTHi, npennokedasm C. K. Kummn [9].

Bo Bropoff yacTu, IOCBAMICHHOH CTPYKTYPHOH TeOpUM aBTOMATOB, BBEIYTCSI MOHSITHSI
YIOMBIHAIONIX M JIOTHYECKUX OJIEMEHTOB, KOMIOSHIMII aBTOMATOB, & II0CJIe 3TOr0, CTABHTCA
3ajaya CTPYKTYPHOr0 M KOMOUHALMOHHOIO CHHTE3a, 3a7aeTCsi HEeKOoTOpas (PyHKUIOHATLHO
moJjiHag cucrema OyJeBLIX QYHKLMEA M [0Ka3hLBATCsl, UTO 3a4auyy CTPYKTYPHOrO CHHTE3a
MOYKHO CBeCTH K 3ajaue (QyHKUHOHAJbHOTO CHHTe3a. Pafora KOHYACTCST NepevncicHHeM He-
CKOJIBKUX De3YJIbTATOB, KACAIOIIUXCST 110 BO3MOYKHOCTII ITPOCTOrG NPEACTABIICHUS (YIeBHIX
(PyHKIBH.

ON THE MATHEMATICAL THEORY OF AUTOMATA

Gecseg, F. and Pedk, 1.

The present paper is a survey in itself. There are explained in it some fundamental ideas and
results (mostly without proofs) involving both the abstract and the structural theory of initial auto-
mata. Moreover, there have besn considered certain methods of the technical realization of some
Boolean functions, in connection with ths structural theory of automata, especially, the methods
of realization of conjunction, disjunction and negation.

The first part of the paper is devoted to the short summary of the fundaments of the abstract
theory. We introduce the notion of automata in the sense of Mealy, Moore resp. Medvedev; we
consider the connection between the automata themselves as well as the mappings induced by them;
we set up the problems of analysis and of synthesis and show the solution of these problems in
the case of finite automata by making use of the language of events due to S. C. KLeene [9].

The second part deals with the structural theory; we introduce the notions of memory elements,
of logical ones, of the com»osition of automata. Then we set up the task of structural and combina-
torial synthesis, we determine a certain system of Boolean, functions being functionally complete,
and we prove that the problem of structural synthesis can be reduced to the task of the combinato-
rial one. Finally, the paper enumerates some results concerning the question of an as simple as
possible representation of the Boolean functions.
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